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14 整数の種々の問題 
122 

( )7abc ， ( )5bca は 3 桁の数だから，1 桁の数 cb,a, の値の範囲は， 

4c04,b14,a1 ££££££  ・・・① 

( )7abc を 10 進法で表すと， c7b49a7c7b7a 012 ++=×+×+×  ・・・② 

( )5bca を 10 進法で表すと， a5c25b5a5c5b 012 ++=×+×+×  ・・・③ 

よって， a5c25bc7b49a ++=++ より， b
2
912ac -=  ・・・④ 

①，④より，b は 2 または 4 

2b = のとき 

 ④より， 912ac -=  
 これと①より， 3c1,a ==  

4b = のとき 

 ④より， 1812ac -=  

したがって，①を満たす a と c は存在しない。 
以上より， ( ) ( )3,2,1cb,a, =  

これを②または③に代入することにより，求める 10 進数は 66 

123 

解法 1 
 整数解を ba , ( )ba £ とすると，解と係数の関係より， 

52 --=+ mba  ・・・① 

3+= mab  ・・・② 

②より， 3-=abm  

これを①に代入し，整理すると， 012 =-++ baab  

よって， 02224 =-++ baab  すなわち ( )( ) 31212 =++ ba  

これと， 1212 +£+ ba ( )ba £ より， ( ) ( ) ( )1,3,3,112,12 --=++ ba  

よって， ( ) ( ) ( )1,2,1,0, --=ba  ・・・③ 

③のそれぞれを②に代入し，mを求めると， 1,3 --=m  

解法 2 

 ( ) ( ) 03522 =++++ mxmx の解は
( )

2
1316452 2 ++±+-

=
mmmx  

 これが整数解であるためには Nmm =++ 13164 2 （ Nは負でない整数）が必要 

 Nmm =++ 13164 2 の両辺を 2 乗すると， 22 13164 Nmm =++  
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 よって， ( ) 342 22 =-+ Nm  
 左辺を因数分解して， ( )( ) 34242 =-+++ NmNm  

 NmNm -+³++ 4242 より， ( ) ( ) ( )3,1,1,342,42 --=-+++ NmNm  

 ( ) ( ) ( )1,3,1,1, --=\ Nm  

 それぞれを
( )

2
52 Nm ±+-

に代入し解を求めると， 

( ) ( )1,1, -=Nm のとき， 2,1 --  

( ) ( )1,3, -=Nm のとき， 1,0  

となり，いずれも整数解が得られる。 
よって， 1,3 --=m  

124 

解法 1 

 082 =++ mxx の解は
2

322 -±- mm  

 これが有理数をもつためには， 

q
pm =- 322 （ qp, は互いに素な自然数）と表されることが必要 

q
pm =- 322 の両辺を 2 乗すると，

2

2
2 32

q
pm =-  

これと， 322 -m が自然数であることから， 1=q  

よって、 22 32 pm =-  
これより， ( )( ) 32=-+ pmpm  

 また， pm, は自然数だから， pmpm ->+  

 よって， ( ) ( ) ( ) ( )4,8,2,16,1,32, =-+ pmpm  

 それぞれを解いて得られる自然数mは， 6,9=m  

 よって， 4,7322 =-m となり，解は有理数である。 

 ゆえに， 9,6=m  

解法 2 

 0=x は解でないから，有理数解を
q
p
（ qp, は互いに素な整数）とおくと， 

 08
2

2
=+×+

q
pm

q
p

 
2

2
8

q
p

q
pm -=+×\  

 両辺に qを掛けると，
q
pqmp

2

8 -=+  

 左辺は整数であることと qp, は互いに素な整数であることから， 1±=q  
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よって，解は整数である。 
そこで，整数解を ba , とすると，解と係数の関係より， 8,0 =<-=+ abba m だから， 

0<£ ba かつ 8=ab  ( ) ( ) ( )2,4,1,8, ----=\ ba  

これと m-=+ ba より， 6,9=m  

125 
 ( ) ( ) lfkf =-= 1,1 （ lk, は整数）とすると， lbakba =--=++ 1,1 より， 

 1
22

,
22

--=+=
lkblka  

 よって， 

( )

( ) ( )1
2

1
2

1
2222

3

23

-×++×+-=

÷
ø
ö

ç
è
æ --+÷

ø
ö

ç
è
æ ++=

nnlnnknn

nlknlknnf

　　

 

ここで， ( ) ( )1,1 -+ nnnn は連続する 2 つの整数の積だから偶数である。 

よって， ( )nf は整数である。 

126 

(1) 

解法 1 

 0 は解でないから，有理数解
q
p

=a （ qp, は互いに素な整数）とおくと， 

 ( ) 018
23

=+×++÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
q
pm

q
pm

q
p

 \ ( )
32

18 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=+×++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
q
p

q
pm

q
pm  

 両辺に 2q を掛けると， ( )
q
pqpqmmp

3
22 8 -=+++  

 左辺は整数であることと qp, は互いに素な整数であることから， 1±=q  

 よって，a は整数である。 

解法 2 

 0 は解でないから，有理数解
q
p

=a （ qp, は互いに素な整数）とおくと， 

 ( ) 018
23

=+×++÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
q
pm

q
pm

q
p  

 両辺に 3q を掛けると， ( ) 08 3223 =++++ qpqmqmpp  

 ( ){ }223 8 qpqmmpqp +++=\  

 3p は qの倍数であることと qp, は互いに素な整数であることから， 1±=q  

 よって，a は整数である。 
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(2) 

 ( ) 01823 =++++ aaa mm より， ( ) 182 -=+++ mmaaa  

 a は整数だから， 1±=a  

 1=a のとき 

  182 -=+++ mmaa  

  これと 928182 +=+++=+++ mmmmmaa より， 192 -=+m  5-=\m  
 1-=a のとき 

  182 =+++ mmaa  

  これと 98182 =++-=+++ mmmmaa より， 19 -= となり不適 
以上より， 5-=m  

127 

(1) 

 ( ) ( ) ( ) 63932733 26 =-=-=- fff  

(2) 

解法 1 
 ban +=10 （ ba, は負でない整数で少なくとも一方は 0 でない）とおくと， 

 ( ) ( )bfnf = ， ( ) ( )55 bfnf = より， ( ) ( ) ( ) ( )bfbfnfnf -=- 55  

 これと， 

 0=b のとき ( ) ( )0005 ff == ， 1=b のとき ( ) ( )1115 ff == ， 

2=b のとき ( ) ( )2225 ff == ， 3=b のとき ( ) ( )3335 ff == ， 

 4=b のとき ( ) ( )4445 ff == ， 5=b のとき ( ) ( )5555 ff == ， 

 6=b のとき ( ) ( )6665 ff == ， 7=b のとき ( ) ( )7775 ff == ， 

 8=b のとき ( ) ( )8885 ff == ， 9=b のとき ( ) ( )9995 ff ==  

 より， ( ) ( ) ( ) ( ) 055 =-=- bfbfnfnf  

解法 2 

 ( ) ( ) 05 =- nfnf Û 5n の一の位の数と nの一の位の数が等しい 

Û nn -5 の一の位の数が 0Û nn -5 は 10 の倍数である。 

 

( )
( )( )
( )( )( )
( )( ) ( ){ }
( )( ) ( )( ){ }
( )( ) ( )( ) ( ) ( )1152112

52211
5411

111

11

1

2

2

22

45

+-+++--=
++-+-=

+-+-=

++-=

+-=

-=-

nnnnnnnn
nnnnn

nnnn

nnnn

nnn

nnnn

　　　

　　　

　　　

　　　

　　　

 

 ここで，連続する 5 つの自然数は 2 の倍数と 5 の倍数を含む。 

 また，連続する 3 つの自然数は 2 の倍数を含む。 

 よって， nn -5 は 10 の倍数である。ゆえに， ( ) ( ) 05 =- nfnf が成り立つ。 
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128 

解法 1 

( ) 22 =n ， ( ) 212 += nn ， ( ) ( )323 11331331 +=+++= nnnnn より， 

( ) ( )nn 1331212 = のとき， ( )32 12 +=+ nn が成り立つ。 

よって， mn 21=+ （mは適当な自然数，ただし 4³n より， 3³m ） ・・・① 

ゆえに， mm 312 22 =+  すなわち mm 312 =+  132 -=\ mm  ・・・② 
ここで，②について， 

3=m のとき 

 13323 -×= より，②が成り立つ。 
4³m のとき 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )( ) 0
2

41
2

45

13
2

11

13CCC
13CCCC

1311132

2

210

210

³
--

=

+-
=

--
-

++=

--++>
--++++=

--+=--

mm

mm

mmmm

m
m

mm

mmm

mmmmm

mm

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　 

 

より， 132 -> mm  
よって，②は成り立たない。 

 以上より，②の解は 3=m  

 ゆえに，①より， 7=n  

補足： 4³m のとき 132 -> mm であることを数学的帰納法で示す。 
4³m のとき 132 -> mm すなわち ( )132 -- mm  ・・・③ 

が成り立つことを数学的帰納法により示す。 

(i) 4=m のとき 

 ( ) 0514324 >=-×-  

よって，③が成り立つ。 
(ii) km = ( )4³k のとき③が成り立つと仮定する。 

 仮定より， ( ) 0132 >-- kk すなわち 132 -> kk が成り立つ。 

 1+= km のとき， 

( ){ } ( ) ( ) ( ) 0432313223221132 1 >-=+--×>+-×=-+-+ kkkkk kk  

よって， 1+= km のときも③が成り立つ。 

 (i)，(ii)より，③が成り立つ。 
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解法 2 

( ) 22 =n ， ( ) 212 += nn ， ( ) ( )323 11331331 +=+++= nnnnn より， 

( ) ( )nn 1331212 = のとき， ( )32 12 +=+ nn  ・・・① が成り立つ。 

6,4=n のとき 
22 +n は偶数， ( )31+n は奇数 

よって，①が成り立たない。 

 5=n のとき 

  725 22 =+ ， ( ) 3333 32615 ×==+ より，①が成り立たない。 

 7=n のとき 

  927 22 =+ ， ( ) 933 2817 ==+ より，①が成り立つ。 

 8³n のとき 

( )32 12 +>+ nn  ・・・② が成り立つことを数学的帰納法により示す。 

(i) 8=n のとき 

 102422 1028 ==+ ， ( ) 729318 63 ==+ より，②が成り立つ。 
(ii) kn = ( )8³k のとき②が成り立つと仮定する。 

 仮定より， ( )32 12 +>+ kk  

 よって， ( ) ( )3221 12222 +>×= +++ kkk  

 ここで， ( ) ( ) ( )33 212 +-+= xxxf ( )8³x とおくと， 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0232316 222 >-=+-+=¢ xxxxf より， ( )xf は単調増加する。 

よって， ( ) ( ) ( ) ( ) 0458281828 33 >=+-+×=³ fxf  ( ) ( ) 0212 33 >+-+\ kk  

よって， ( ) ( ) ( ){ }3321 1122 ++=+>++ kkk  

ゆえに， 1+= kn のときも②が成り立つ。 

(i)，(ii)より，②が成り立つ。 

ゆえに， 8³n のとき①が成り立たない。 

以上より， 7=n  
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129 

(1) 

 02,03 2 >+> xx より， 23 2 +³ xx が成り立つことが必要であり， 

これが成り立つ xは， 23 2 +³ xx を解くことにより， 2,1=x  

また， 1=x のとき 1
2

3
2

=
+x
x

， 2=x のとき 1
2

3
2

=
+x
x

より，
2

3
2 +x
x

は自然数 

よって， 2,1=x  

(2) 
 2,1=x のとき 

  (1)より，
yyx

x 111
2

3
2 +=+
+

 1=\ y  

 3³x のとき 

(1)より， 1
2

30
2

<
+

<
x
x

 これと 110 £<
y

より， 21
2

30 2 <+
+

<
yx

x  

よって，
yx

x 1
2

3
2 +
+

が自然数ならば 11
2

3
2 =+
+ yx
x

 ・・・① 

また， 1
2

30
2

<
+

<
x
x

だから，
yx

x 1
2

3
2 +
+

が自然数ならば
y
1
は整数ではない。 

よって， 2³y より，
2
110 £<

y
 

したがって，必要条件は
2

3
2
1

2 +
£
x
x

 ・・・② 

②の両辺に ( )22 2 +x を掛け，これを整理すると， 0262 £+- xx  7373 +££-\ x  

これと 6735,3 <+<³x より，②を満たす xは 5,4,3  

そこで，それぞれを①に代入し，①が自然数となるか調べる。 

3=x のとき 

 11
11
9

=+
y

より，
2

11
=y  よって，不適 

4=x のとき 

 11
3
2

=+
y

より， 3=y  よって，①は自然数となる。 

5=x のとき 

11
9
5

=+
y

より，
4
9

=y  よって，不適 

 以上より， ( ) ( ) ( ) ( )3,4,1,2,1,1, =yx  
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補足 

3³x のときを①に頼らないで解く場合 

3=x のとき 

y
y

yyx
x

11
1191

11
91

2
3

2
+

=+=+
+

 

分子と分母の差をとると， ( ) 11211119 +-=-+ yyy より，奇数となる。 

すなわち，分母と分子の偶奇が一致しない。 

よって，
y

y
11

119 +
は自然数になれない。 

4=x のとき 

y
y

yyx
x

3
321

3
21

2
3

2
+

=+=+
+

 

yy 332 ³+ すなわち 3£y が必要だから，これを満たす yは 3,2,1  

これらのうち
y

y
3

32 +
が自然数となる yは 3 である。 

5=x のとき 

y
y

yyx
x

9
951

9
51

2
3

2
+

=+=+
+

 

3=x のときと同様，分母と分子の偶奇が一致しない。 

よって
y

y
9

95 +
は自然数になれない。 

130 

(1) 

 mn 2= （mは自然数）とおくと， 

 

( )mod30
11

14

1212 2

º
-º

-º

-º-

　　　

　　　

　　　
m

m

mn

 

 よって，題意が成り立つ。 

(2) 

 12 +n と 12 -n の最大公約数を gとすると， 

( ) 21212 =--+ nn より，2 は gを約数にもつ。 

よって， gは 12 +n と 2 の公約数である。 

一方， 12 +n は奇数だから，2 を約数にもたない。 
よって， 1=g  

ゆえに， 12 +n と 12 -n は互いに素である。 
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(3) 

 21 12 pqp =-- について 

2=p とすると， 221 q= より，
2
12 =q となり， qは素数ではないから不適。 

よって， pは 3 以上の素数であり，3 以上の素数は奇数であるから， 

1-p は正の偶数である。 

よって，(1)より， 12 1 --p は 3 の倍数である。 
ゆえに， 3=p または 3=q  ・・・① 

また， 21 12 pqp =-- より， 

22
1

2
1

1212 pq
pp

=
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
+

--

 ・・・② 

1-p は正の偶数だから，
2

1-p
は自然数である。 

よって，(2)より， 

12 2
1

+
-p

と 12 2
1

-
-p

は互いに素である。 ・・・③ 

①において， 3=p とすると，②で 233 q=  1=\q  1 は素数でないから不適。 
よって， 3=q  

このとき，②より， 22
1

2
1

31212 ×=
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
+

--

p
pp

 

これと③および 1212 2
1

2
1

->+
-- pp

から， 

考えられる
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-+

--

12,12 2
1

2
1 pp

の組は， ( ) ( ) ( )ppp
pp

,3,3,,1,312,12 2222
1

2
1

×=
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-+

--

 

( )1,312,12 22
1

2
1

×=
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-+

--

p
pp

のとき 

 112 2
1

=-
-p

より， 22 2
1

=
-p

 

 よって， 1
2

1
=

-p
より， 3=p  

 これは 22
1

312 ×=+
-

p
p

を満たさない。よって，不適。 



2017 スタンダード数学演習Ⅰ・Ⅱ・A・B 受験編を解いてみた    http://toitemita.sakura.ne.jp 

10 

( )22
1

2
1

3,12,12 p
pp

=
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-+

--

のとき 

 22
1

312 =-
-p

より， 102 2
1

=
-p

 

 
2

1-p
は自然数であるが， x210 = とすると， xは自然数ではない。よって，不適。 

( )p
pp

,312,12 22
1

2
1

=
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-+

--

のとき 

 22
1

312 =+
-p

より， 32
1

282 ==
-p

 

 よって， 3
2

1
=

-p
より， 7=p  

 これは p
p

=-
-

12 2
1

を満たす。 

以上より， 3,7 == qp  

131 
 直角三角形の 3 辺の長さを cba ,, ， cを斜辺の長さとすると， 

 三平方の定理より， 222 cba =+  ・・・① 

 面積は
2
ab

 ・・・② 

 ba, がともに偶数のとき 

  lbka 2,2 == （ lk, は整数）とおくと，①のとき， 222 44 clk =+  

  よって， mc 2= とおくと，mは 222 lkm += を満たす自然数であればよく， 
たとえば， ( ) ( )5,4,3,, =mlk はこれを満たす。 

したがって，①を満たす cは存在し，このとき，②より，面積は klab 2
2
=  

すなわち 2 の整数倍である。 
 ba, のどちらか一方が奇数のとき 

  12,2 +== lbka （ lk, は整数）とおくと，①のとき， ( ) 222 14 cllk =+++  

  よって， 2c を 4 で割った余りは 1 であり， 12 += mc （mは自然数）とおくと， 
( ) 14 22 ++= mmc となり，これを満たす。 

このような cba ,, にはたとえば， ( ) ( )5,3,4,, =cba がある。 

このとき， ( ) ( ) 1414 222 ++=+++ mmllk より， mmllk +=++ 222  

( )( )12 ++-=\ lmlmk  
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ここで， 1++ lm と lm - の差をとると， ( ) ( ) 121 +=--++ llmlm より，奇数となる。 

よって， 1++ lm と lm - の偶奇が一致しない。 

すなわち 1++ lm と lm - のどちらか一方は偶数である。 

よって， 2k は偶数，すなわち， kは偶数である。 

これより， aは 4 の倍数となるから，面積は
2
ab

は 2 の整数倍である。 

 ba, がともに奇数のとき 

  12,12 +=+= lbka （ lk, は整数）とおくと， 

①のとき， ( ) 222 24 clklk =++++  

よって， cは 2c を 4 で割った余りが 2 となるような数であればよい。 
ところが， 

mc 2= （mは自然数）とおくと， 22 4mc =  
  12 += mc （mは自然数）とおくと， ( ) 14 22 ++= mmc  

  となり， 2c を 4 で割っても余りは 1 とならない。 
  よって， ba, がともに奇数となるような直角三角形は存在しない。 

 以上より，直角三角形の 3 辺の長さがすべて整数のとき，面積は 2 の整数倍である。 
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(1) 

  ( )
6

32
2
1

3
1 2

+
=

+=

xx

xxy

　

 

 より， 

kx 6= （ kは整数）とおくと， kky 32 2 += となり， yも整数である。 

よって， ( )kkk 32,6 2 + は格子点である。 

また，整数 kは無限個存在する。 

ゆえに，格子点は無限個存在する。 

(2) 

 bxaxy += 2 のグラフ上の点 ( )0,0 以外の 2 つの格子点を ( ) ( )2211 ,,, yxyx とおくと， 

 1
2

11 bxaxy +=  ・・・① 

 2
2

22 bxaxy +=  ・・・② 
 12 xx ´-´ ②① より， ( )21212112 xxxaxyxyx -=-  

 2
1

2
2 xx ´-´ ②① より， ( )12212

2
11

2
2 xxxbxyxyx -=-  

0,0, 2121 ¹¹¹ xxxx より， ( ) 02121 ¹- xxxx  

( ) ( ) ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

-
-

-
-

=\
2121

1
2

22
2

1

2121

2112 ,,
xxxx
yxyx

xxxx
yxyx

ba  
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ゆえに， 

( ) ( )

( ) ( ){ }1
2

22
2

12112
2121

2121

1
2

22
2

12

2121

2112

2

yxyxxyxyx
xxxx

x

x
xxxx
yxyx

x
xxxx
yxyx

bxaxy

-+-
-

=

-
-

+
-

-
=

+=

　

　  

 ここで， ( )2121 xxxkxx -= （ kは整数）とおくと， 

 ( )( ) ( )1
2

22
2

121122121
2 yxyxkyxyxxxxxky -+--=  

 これと， 21 ,, xxk は整数であることから， 

 bxaxy += 2 のグラフ上の点 ( ) ( )( ) ( )( )1
2

22
2

121122121
2

2121 , yxyxkyxyxxxxxkxxxkx -+---  

は格子点であり，整数 kは無限個存在する。 

よって，格子点は無限個存在する。 


